
Die Vollst~ndigkeit der Axiome des logischen 
Funktionenkalkiils ~). 

Von Kurt GSdel in Wien. 

W h i t e h e a d  und R u s s e l l  haben bekanntlich die Logik und 
Mathematik so aufgebaut, datl sie gewisse evidente S~ttze als Axiome 
an die Spitze stellten und aus diesen naeh einigen genaa formulierten 
Sehlul~prinzipien auf rein formalem Wege (d. h. ohne welter yon der 
Bedeutung der Symbole  Gebrauch zu machen) die S~tze der Logik 
und ~Iathematik deduzierten. Bei einem solehen Vorgehen erhebt sich 
natiirlich sofort die Frage, ob das an die Spitze gestellte System 
yon Axiomen and Scblul~prinzipien vollst~indig ist, d. h. wirklich 
dazu ausreieht~ j eden  logiseh-mathematisehen Satz zu deduzieren~ 
oder ob vielleieht wahre (and naeh anderen Prinzipien ev. aueh 
beweisbare) Siitze denkbar sind, welehe in dem betreffenden System 
nicht abgeleitet werden kSnnen. Fiir den Bereieh der logischen 
Aussageformeln ist diese Frage in positivem Sinn entsChieden~ d. h. 
man hat gezeigt~), daft tatsiiehlich jede richti~e Aussageformel aus 
den in den Principia Mathematiea angegebene~':Axiomen folgt. Hier 
soll dasselbe fiir einen weiteren Bereieh yon Formeln~ n~imlich fiir 
die des ~engeren Funktionenkalktils",), gesehehen, d. h, es soll gezeigt 
werden: 

~) Einige wertvolle Ratschlage bez0glich der Durchfiihrung verdanke ich 
Herrn Prof. H. Hahn. 

~) Vgl. P. Bernays, Axiomatische Untersuchung des Aussagenkalki;ds der 
,Principia Mathematica". Math. Zeitschr. 25, 1926. 

a) In Terminologie und Symbolik sehliet3t sich die fo]gende Arbeit an 
Hilber~-Aekermann, Grundztige der theoretisehen Logik, Berlin 1928, an. 
Danach geh6ren zum engeren Funktionenkalkiil diejenigen logischen Ausdrtieke, 
welehe sich aus Aussagevariablen: X~ Y~ Z . . .  und Funktions-(: Eigensehafts- and 
Relations.)variablen 1. Typs: F(x), G(xy),tt(xyz)i.. mittels der Operationen 
v (oder), - -  (nieht), (x) (ffir alle), (Ex) (es gibt) aufbauen, wobei die Pr~ifixe 
(x)~ (Ex) sich nut auf Individuen~ nieht aufFunktionen beziehen diirfen. Eine 
Solehe Formel heil~t al]gemeingilltig (tautologisch), wenn bei jeder Einsetzung 
bestimmter Aussagen bzw. Funktionen ftir 2~, Y, Z . . .  bzw. F(x), G(xy).. .  
ein wahrer Satz entsteht (z. B.: (x)[F(x)vF(,-~)]). 
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J e d e  a l l g e m e i n g i i l t i g e  4) F o r m e l  des,, e n g e r e n  
F u n k t i o n e n k a l k i i l s  i s t  b e w e i s b a r .  

Dabei legen wit folgendes Axiomensystem~) zugrantle: 
Undefinierte Grandbegriffe: v, --, (x). [Daraus lassen sich in 

bekannter Weise &, --~-, c~, (Ex) definieren.] 
Formale Axiome: 

1. X v X - - ~ - X  
2. X - - ~ - X v Y  
3. X v  Y - ~  Y v X  

Schlui~regeln 6): 

4. [zv x -+- Zv r] 
5. F(y) 
6. i f ) [xv  x v  F(:). 

1. Das Sehlu$schema: Aus A and A - ~  B darf B geschlossen 
werden. 

2. Die Einsetzungsregel ftir Aassage- and Funktionsvar~abl,e. 
3. Aas A(x) daft  (x)A (x) geschlossen werden. 
4. Individuenvariable (freie oder gebundene) dtirfen dutch  be- 

liebige andere ersetzt werden, soweit dadureh keine t~berdeckang 
der Wirkungsbereiehe gleichbezeiehneter Variabler eintritt. 

Fiir das Folgende ist es zweckmKfiig, einige abgektirzte Be- 
zeiehnuugen einzuftihren. 

(~P), (Q), (R) etc. bedeuten irgendwie gebaute Priifixe, also end- 
li the Ze" ]chenreihen der Form: (x) (Ey), (y) (x) (Ez) (u) etc. 

Kleine deutsche Buehstaben ~, ~, u, ~ etc. bedeutcn n-tupel yon 
Individuenvariablen, d .h .  Zeichenreihen der Form: xyz ,  x 2 xt x 2 x8 
etc., wobei dieselbe Variable auch mehrmals auftreten kann. Ent- 
sprechend sind die Zeichen (~), (E~) etc. zu verstehen, Sollte in 
~" eine Variable mehrmals vorkommen i so hat man sic nattirlich in 
(~)~ (E~) nur einmal angeschrieben zu denken. 

-F-erner benStigen wir eine Reihe yon Hilfssiitzen, die bier zu- 
sammengestellt seien. Die Beweise sind nicht angeflihrt~ da sie tells 
bekannt, tells leicht zu ergiinzen sind: 

1. Fiir jedes n,tupel ~ ist beweisbar: 

a) ( ~ ) F ( ~ ) - ~  (E~)~(~) 

4) Genauer muB es heiflen: ,,in jedem Individuenbereich allgemeingiiltig"; 
was naeh bekannten S~tzen dasselbc besagt ~ie: ,ira abz~hlbaren Individuen- 
bereich allgemeingfiltig,. -- Bei Formeln mit freien Individuenvariablen ~4(x, y ... w) 
bedeutet ,,allgemeingtiltig" die Allgemeingtiltigkeit yon (x)(y)... (w)-A (x, y . 2 w) 
und ,,erfiillbar" die Erftillbarkeit yon (Ex)(Ey)...(Ew)A, so da]~ ohne Aus- 
nahme gilt : ,A ist allgemcingtiltig" ist gleichbedeutend mit: ,Aist nicht erftiilbar." ' 

~) Es stimmt (bis auf das yon P. Bernays  Ms tiberfliissig erwiesene 
associative principle) mit dem in Princ. Math., I, Nr. 1 und Nr. 10, gegebenen 
iiberein. 

6) Diese sind bei Russel l -Whitehead nicht alle explizit fprmutiert, 
werden aber in den Deduktionen fortw~hrend verwendet. 
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2 .  Unterscheiden sich ~ and ~' nur durch die Reihenfolge der 
Variablen~ so ist beweisbar:  

(E~) F(~) -~- (E~') F(~). 

3; Besteht ~ aus lauter verschiedenen Variablen und hat ~ 
dieselbe Stellenzahl wie ~, so ist beweisbar: 

(r.) F (~) - ~  (~') F (~') 

aucll dann, wenn in ~' mehrcre gleiche Variable vorkommen. 
4. Bedeutet (pi) eines der Pr~fixe (xi), (Exl)~und @) eines der 

~Pr~tifixe (yi), (Ey0 ,  dann ist beweisbar:  

(pl)  ( p = ) . . .  (p~) F (x~ x2 . . .  x . )  & (~]1) (~2) ' ' " (~m) (~ (~]1 ~/2 " " ' , ~ * a )  

ftir jedes Priifix (P), das sich aus den (pi) und (q~) zusammensetzt 
und tier Bedingung geniigt~ da{~ ftir i ~ k < n  (pi) vor (pk) und ftir 
i ~ k < m  (q~) vor (~/k) steht. 

5. Jeder Ausdruck kann auf die Normalform gebracht werden, 
d .h .  zu jedem Ausdruck A gibt es eine Normalformel N, so datl 
A c~,N beweisbar ists). 

6. Ist Ac~zB beweisbar, dann a u c h ~  (A)c~z~(B), wobei ~ ( A )  
ein~n beliebigen Ausdruck bedeutet, der A als Teil enthalt (vgl. 
H i l b e r t - A c k e r m a n n ,  Theor. Log. III, w 7). 

7. Jede allgemeingtiltige Aussageformel ist beweisbar, d. h. die 
Axiome 1 4 bilden ein vollstiindiges Axiomensystem ftir den Aus- 
sagenkalktil 9). 

Wir gehen jetzt zum Beweis yon Satz I tiber und bemerken 
zun~chst, da~ er auch in folgender Form ausgesproehen werden 
kann~ 

Satz II:  J e d e  F o r m c l  des  e n g e r e n  F u n k t i o n e n k a l k i i l s  
i s t  en~"~'~'Cer w i d e r l e g b a r l O )  o d e r  e . r f t i l lbar  (und zwar im ab- 
ziihlbaren Individaenbereich). 

Daft I aus II folgt, ergibt sich so: Sei A ein allgemeingiiltiger 
Ausdruck, dann ist A nicht erftillbar, also nach II widerlegbar, d .h .  
A folglich auch A ist-beweisbar. ~ Ebenso leicht sieht man die Um- 
kehrung ein. 

Wit definieren jetzt eine Klasse ~ yon Ausdrticken K durch 
folgende Festsetzungen : 

1. K ist eine Normalformel. 
2. K enthalt keine freien Individuenvariablen. 

7) Ein analoger Satz gilt ftir v statt & 
s) Vgl. Hilbert-Aekermann,  Grundz. d. theor. Logik, III, w 8. 
9) Vgl. die in Fuflnote ~) zitierte Arbeit. 

so) ,,A ist widerlegbar" soll bedeuten: ~A ist beweisbar". 
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3. Das Priifix yon K beginnt mit einem Allzeichen und endet 
mit eincm E-Zeichen. 

Dann gilt: 
Satz_L~: Is t  j e d e r  R - A u s d r u c k  e n t w e d e r  w i d e r l e g b a r  

o d e r  er=~'f~lbar~),  so gi l t  d a s s e l b e  yon j e d e m  Ausdruck .  
Beweis: Sei A ein Ausdruck, der nicht zu R gehSrt. Er miige 

die freicn Variablen ~ enthalten. Wie man s0fort einsieht, folgt aus 
der Widerlegbarkeit yon A,die yon ~E~)A und umgekehrt (nach 
Hilfss. l c  und Schlul3r. 3 bzw. Ax. 5); dasselbe gilt nach der Fest- 
setzung in Fufinote*) ftir die Erftillbarkeit. Sei ( P ) N  die Normalform 
yon (E~)A, so dal] 

(E~) A c~ (P) N (1) 

beweisbar ist. Ferner setze man 

Dann ist 

(P) Nc~ U (2) 

beweisbar (auf Grund yon Hilfss. 4 und der Beweisbarkeit yon: 
(x)(Sy) IF(x) v F(y)]).  B gehSrt zu ~, ist also naeh Annahme ent- 
weder erftillbar oder widerlegbar. A ber nach (1) und (2)zieht die 
Erftillbarkeit yon B die yon (E~)A, fo!glich auch die yon A nach 
sich und dasselbe gilt ftir die Widerlegbarkeit. Auch A ist also ent- 
weder erfiillbar oder widerlegbar. 

Auf Grund yon Satz III gentigt es also zu zeigen: 
J e d e r  R - A u s d r u c k  ist e n t w e d e r  e r f i i l lbar  ode r  wider-  

legbar .  
Zu diesem Zweck definieren wir als Grad eines ~-Ausdruckes~) 

die Anzahl der durch E-Zeichen voneinander getrennten Komplexe 
von Allzeichen seines Prafixe, s~und zeigen zunitchst: 

Satz IV: Wenn  j e d e ~ r A u s d r u c k  vonvGrad  k e n t w e d e r  
e r f t i ~ e r  wider legba~-  ist, so gi l t  d a s s e l b e  auch yon  
j e d e m  A u s d r u c k  vom G~rUd k.~- 1. 

Beweis: Sei f (P~).A ein R-Ausdmck yore Grad k + 1. Sei 
und (i~) ----- (P) --- (~) (EO)(0) (u) (Eo)(R), wobei (0) den Grad k und 

(R) den Grad k 1 hat. Sei ferner F eine nieht in A vorkommende 
Funktionsvariable. Setzt man danny*): 

~) ,Erftillbar" ohne Zusatz bedeutet hier und im folgenden immer: ,,er- 
fiillbar im abz/~hlbaren Individuenbereich". Dasselbe gilt ftir ,allgemeingiiltig". 

1~) Die Variablen x, y sollen in (P) nicht vorkommem 
13) Im selben Sinn wird der Terminus ,,Grad eines Prefixes" verwendet. 
14) Eiu analoges Verfahren hat Th. Skolem zum Beweise des L6w en- 

h eimschen Satzes verwendet. Vidersk. Skrifter, Christiania 1920. 
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B : (~') (Eg:) F(~'O') & (~) (t)) [F(~t)) ~ (O) A]  
und 

C : @')(~)(O)(,)(Eo')(ED)(R) { F@'O') & [F(g0)  ~- A]}~), 

so ergibt zweimalige Anwendung yon Hilfss. 4 im Verein mit Hilfss. 6 
die Beweisbarkeit yon 

B ~ c ;  (3) 

weiter ist offenbar 

B ~ (P) A (4) 

allgemeingiiltig. Nan hat C den Grad k, ist also nach Annahme ent- 
weder erfiillbar oder widerlegbar! Ist es erfiillbar, dann aueh (P)A 
(nach (3) und (4)). Ist es widerlegbar, dann auch B (nach (3)), d. h. 

dann ist B-beweisbar. Setzt man in B- (Q)A fiir F ein, so ergibt 
sich, da~ in diesem Fall beweisbar ist: 

(~;) (Et)')(O) A & (~)(0) [(Q) A ~ (Q) A].  

Da abet natiirlich 

( ~ ) ( 0 ) [ ( o ) ~  ~ ( Q ) . q  
beweisbar ist, so auch (~')(Et) ')(Q)A, d. h. in diesem Falle ist (P)A 
widerlegbar. Tatsiichlich ist also (P)A entweder widerlegbar oder 
erfiillba~ 

Es braucht jetzt nur noch gezeigt zu werden: 
Satz V: J e d e  F o r m e l  e r s t e n  G r a d e s  ist  e n t w e d e r  e r f t i l l -  

b a r  o e ~ i d e r l e g b a r .  
Zum Beweise sind einige Definitionen erforderlieh. Sei 

(~)(Et))A(~; 0) (abgekUrzt als (P)A) eine beliebige Formel ersten 
Grades. Dabei vertrete ~ ein r-tapel, t) ein s-tupel yon Variablen. 
Wir denken uns die der Folge xo, x~, x~, . . .  x~ . . .  entnommenen 
r-tttp~l in eine Folge: 

~ = (xo X o . . .  Xo), ~ = (x, xo . . . xo), ~ = (Xo ~ Xo . . .  Xo) usv~. 

nach steigender Indexsumme geordnet und definieren eine Folge 
{A~ aas (P)A abgeleiteter Formeln fo]gendermal~en: 

A ~ = A ( ~ ;  x~x~ . .x~) 
A~ ~ A ( ~ ;  x~,~ x~+~ . . . x.~) & A~ 

A,~ ---~A (g,~i x(.--1)~+~ x(,,_~)~+~ . . . x,,~) & A,,_~ 

~5) Die Variablenreihen ~, ~', ~)i t)', u, 1~ sind nattirlich als paarweise fremd 
vorausgesetzt. 
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Das  s-tupel x( ,_l)~+~. . .  Xn~ werde mit 0, bezeichneL so dal~ 

(5) 
man hat : 

Ferner definieren wit (P~) A,~ dutch die Festsetzung : 

(P,~)A,, = (Exo) (Ex~) . . .  (Ex,,,) A,~ 

Wie man sich leicht iiberzeugt, kommen in A,~ gerade die Variablen 
x~ bis x.. vor, welche also siimtlieh durch (P.) gebunden werden. 
Ferner ist ersichtlicb~ dab die Variablen des r-tupels ~+1  schon in 
(P..) vorkommen (also insbesondere yon den in 0,~+1 vorkommenden 
verschieden sind). Was yon (P.) iibrigbleibt, wenn man die Variablen 
des r-tupels ~,,+~ wegla/3t, werde mit (P') bezeichnet, so dal~, ab- 
gesehen yon der Reihenfolge der Variablen (E~.+I)  (P'.)-- (P,O. 

Diese Bezeichnungen vorausgesetz L gilt: 

Satz VI: Fiir  j e d e s  n ist b e w e i s b a r :  

(P) A (P,,) A . .  

Zum Beweise wenden wir vollstAndigc Induktion an: 

I. (P)A-~" (P~)A~ ist beweisbar, dcnn man hat: 

(~) (Et)) J (~.; t)) --~- (~) (E01) A (~ ; 9~) 

(hath Hilfssatz 3 und Schlugregel 4) und 

(~) (Eth)A (~ ; 0~) -~ ( E ~ ) ( E t h ) A ( ~  ; th) 

(nach Hilfssatz l a ) .  

II. ftir ~ t _ ( P _ . . ) ~ & . ( ~ - ~ P ~ + ~ )  A~.~L..bbe w eisb a r , 
denn man hat: 

(~) (E0) A (~ ; t~)-~- (~  + ~) (E0.  +~) A (~  +1 ; 0~ + 1) (6) 

(nach Hilfssatz 3 und Schlufiregel 4) and 

(P.) A. - ~  (E~. + ~) (P~) A,~ (7) 

(nach Hilfssatz 2), Ferner 

P: --~" (E~,~+I)[(Et~.+I)A(~,,+~; t).+~) &( .)A~] (8) 

(naeh Hilfssatz lb  bei der Einsetzung: (Et ) .+, )A@.+I  ; t).+~) fiir 
F u n d  (P' .)A. ftir G). 
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Beaehtet man, da~ das Vorderglied der Implikation (8) die 
Konjunktion der Hinterglieder yon (6) und (7) ist, so ergibt sieh, 
dail beweisbar ist: 

, p '  

Ferner folgt aus (5) and den Hilfss. 4, 6, 2 die Beweisbarkeit yon: 

(E~'~+~)[(Et)~+,)A(~+~; O~+~)&(F~)A~]c~(P~+~) A~+~. (10) 

Aus (9) und (I0) folgt II and daraus im Verein mit ~ Satz VI. 
~ g e n  in A die Funktionsvariablen F~, F ~ , . . .  Fk und die 

Aussagcvariablen X~, X 2 . . .  X, vorkommen. A,, baut sich dann 
aas Elementarbestandteilen der Form: 

. . . . . . , . . . ;  , , . . . X ,  

allein mittels der Operationen v und auf. Wir ordnen jedem A~ 
eine Aussageformel B~ dadurch zu, da~ wir die Elementarbestand- 
teile yon A.  dutch Aussagevariable, u. zw. verschiedene (auch wenn 
sie sich nut in der Bezeichnung der Individuenvariablen unterscheiden) 
durch verschiedene Aussagevariable~ ersetzen:~, Ferner bezeiehnen wir_ 
als ,Erftillungssystem n-ter Stufe yon (P)A ~' ein im Bereich der 
ganzen Zahlen z ( 0 ~ z ~ y s ) d e f i n i e r t e s  System yon Funktionen 
jl"~("), 12"~t~) . . .  J~('~ , sowie vo~ Wahrheitswerten w~ ~) , w(,O~ . . . ~ (') iur~'" 
die Aussagevariablen X ~  X2~ �9 . �9 X~ yon der Art, dafi~ wenn man 
in A,, die ~ durch die r die x~ durch die Zahlen ~ und die X~ 
dutch die entsprechenden Wahrheitswerte w~'~)ersetzL ein wahrer Satz 
entsteht. Erfiillungssysteme n-ter Stufe gibt es offenbar dann und 
nut dann~ wenn .B~ erfiillbar ist. 

Jedes B,~ ist=-als Aussageformel entweder erfiillbar oder wider- 
legbar (Hilfssatz 7). Es sind also nur zwei Fiille denkbar: 

1. Mindestens ein B~ ist widerlegbar. Dann ist, wie man sich 
leicht tiberzeugt (Schlugr. 2, 3; Hilfss. 1 c), auch das entspreehende 
(P~) A~ und folglich wegen der Beweisbarkeit yon (P) A- -~  (P~)A~ 
auch (PJ A widerlegbar. 

2. Kein Bn ist widerlegbar, also alle erftillbar. Dann gibt es 
Erfiillungssysteme jeder Stufe. Da es aber ftir jede Stufe nur end- 
lieh viele Erfiillungssysteme gibt (wegen der Endlichkeit der zuge- 
hOrigen Individuenbereiehe) and da ferner jedes Erftillungssystem 
n +  ]~ter Stufe ein solehes n-ter Stufe als Teil enth~lt 16) (was sich 

le) Dal] ein System {j~,-f~ . . �9 J~; w~, w~ . . . wl} Tell eines anderen 
{gl, g~ �9 �9 . .qk; v~, v~ . . . v~} ist, s(fil.bedauten~, daB: 

1. der Individuenbereich der .f/ Tell des Individuenbereiehes der gi ist, 
2. die fi und .qi innerhalb des engeren Bereiches iibereinstimmen, 
3. far jedes i v i~wl  ist. 
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sofort aus der Bildungsweise der A,~ dureh fortgesetzte &-Verkniip- 
fung ergibt), so folgt naeh bekannten Sehluiiweisen, dal~ es in diesem 
Fall eine Folge von Erfiillungssystemen $1, S ~ . . .  Sk . . .  (Sk 
von /r Stufe) gibt, deren jedes folgende das vorherge'hende als 
Teil enthiilt~ Wir definieren jetzt im Bereich a3.Lax ganzen Zahlen 

0 ein System S~--{71, ? ~ . . . ? k ;  :r ~ . . . : r  durch die Fast- 
setzungen : 

1. ~v (a~ . . .  a~) (1 ~ p _~ k) soll dann und nur dann gelten~ 
wenn fUr mindestens ein S,~ der obigen Folge (und dann auch fiir 
alle folgenden) f(v '~) (al . . . a~) gilt. 

2. ~ -- w~ '~) ([ ~ i _~_ l) fiir mindestens ein (und dann auch 
ftir alle iibrigen) S,,. 

Dann ist ohneweiters ersichtlieh, da~ S die Formel (P)A wahr 
macht. In diesem Falle ist also (P)A erfiillbar~ womit der Beweis 
der Vollstiindigkeit des oben angegebenen Axiomensystems zu Ende 
geftihrt ist. Es sei bemerkt~ daft die nunmehr bewiesene ~quivalenz : 
,allgemeingiiltig : beweisbar '~ fiir das Entseheidungsproblem eine 
Reduktion des t3berabziihlbaren auf alas Abziihlbare beinhaltet, dann 
,allgemeingti!tig" bezieht sieh auf die tiberabziihlbare Gesamtheit 
der Funktionen, wi~hrend ~beweisbar': nat die abzahlbare Gesamt- 
heit der Beweisfiguren voraussetzt 

Man kann Satz I bzw. Satz ~I in verschiedener Riehtung ver= 
allgemeinern. Zuniichst ist es leicht, den Begriff der Identiti~t (zwi- 
schen Individaen) in den Kreis der Betrachtung zu ziehen, indem 
man zn den obigen Axiomen 1--6 zwei weitere 

7.  x = x 8.  x = I t ( x )  

hinzuftigt. Auch ftir diesen erweiterten Bereich gilt dann analog w i e  
oben : 

Satz VII: J ede  a l l geme ing i i l t i ge  (genaner: in jedem Indi- 
v i d u e ~ a l l g e m e i n g t i l t i g e )  F o r m e l  des: e r w e i t e r t e n  Be-  
r e i ches  i s t  b e w e i s b a r  

and der mit VII iiquivalente 

Satz VIII: J e d e  Formel  des e r w e i t e r t e n  Bere i ehes  i s t  
entw~'der wic le r legbar  oder  er f i i l lbar  (u. zw. in einem end- 
lichen oder abziihlbaren Individuenbereiah). 

Zum Beweise werde mit A eine beliebige Formel des erwei- 
terten Bereiches bezeiehnet. Wir biIden eine Formel B als das Pro- 
dukt (&-Verkntipfung) aus : A, (x) x -- x und den samtlichen For-  
meln~ die aus Axiom 8. dnrch Einsetzung der in A vorkommenden 
Funktionsvariablen fiir F entstehcn, d, h. genauer: 
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fiir alle einstelligen Funktionsvariablen aus A~ 

{x F(y 

(x) (y)(z) {x = v)]} 

fiir alle zweistelligen Funktionsvariablen aus A (inkl., ~ "  selbst) und 
entspr6clienden Formeln ftir die drei- und mehrstelligen Funktions- 
variablen aus A. Sei B '  die Forme[~ welehe aus B entsteht, wenn 
man darin das ---Zeiehen durch eine sonst in B nieht vorkommende 
Flunktionsvariable G ers0tzt. Im )~usdruek B'  kommt dann das 
~-Zeichen nieht mehr vor, er ist also naeh dem friiher Bewiesenen 
entweder widerlegbar oder erfiillbar. Ist er widerlegbar, dann gilt 
dasselbe ftir B, das j a  aus B' durch Einsetzung yon ----- fiir G ent- 
steht. B ist aber das logische Pr6dukt aus A und einem aus den 
Axiomen 7, 8 offenbar beweisbaren Formelteil. Also ist in diesem 
Falle aueh A widerlegbar. Nehmen wir jetzt an, dal~ B' dureh ein 
gewisses System yon Funktionenl 7) (S) im abziihlbaren Individuen- 
bereieh ~ erfiillbar sei. Aus der Bildungsweise yon B' ist ersieht- 
lieh~ da~ g (d. h. die Fdr G einzusetzende Funktion des Systems S) 
eine reflexive s sym-metrische und transitive Relation ist, also eine 
Klasseneinteilung der-Elemente yon X erzeugt, und zwar derart, dafl 
Elemente derselben Klasse, fiir einander eingesetzt, an dem Bestehen 
oder Nichtbestehen einer im System S vorkommenden Funktion 
niehts tindern. Identifiziert man daher alle zu derselben Klasse ge- 
hSrigen Eiemente miteinander (etwa indem man die Klassen selbst 
als EIemente eines neuen Individuenbereiehes nimmt), so geht g in 
die ]dentitatsrelation tiber und man hat eine Erftillung yon B, 
also aueh yon A. Tatsiichlich ist also A entweder erfiillbar is) oder 
widerlegbar. 

Eine andere Verallgemeinerung yon Satz I erh~ilt man dureh 
Betraehtung yon abziihlbar unendliehen Mengen yon logisehen Aus- 
drticken, Auch fur solche gilt ein Analogon zu I und II, niimlich: 

Satz~IX: J e d e  abz~ihlbar u n e n d l i c h e  M e n g e  yon For -  
m e i n " d e s  engeren  F u n k t i o n e n k a l k t i l s  is t  e n t w e d e r  er- 
f t i l lbar (d. h. alle Formeln des Systems sind gleichzeitig erfiiIlbar) 
oder  sie bes i tz t  ein end l i ehes  T e i l s y s t e m ,  des sen  l o g i s c h e s  
P r o d u k t  w i d e r l e g b a r  ist. 

IX ergibt sieh sofort aus: 

17) Falls in A auch Aussagevariable vorkommen, muir nattiriich S aul]er 
Funktionen noch Wahrheitswerte ffir diese Aussagevariablen enthalten. 

is) Und zwar in einem h6chstens abzahlbaren Denkbereich (er besteht ja 
aus elementfremden Klassen des abz~hlbaren Individuenbereichs 1~). 
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Satz X: Dami t  ein abzi ihlbar  u n e n d l i e h e s  S y s t e m  yon 
F o r m e l n  er f t i i lbar  sei~ ist  n o t w e n d i g  und h in re i chend~  dag 
j e d e s  end l i ehe  T e i l s y s t e m  er f t i l lbar  ist. 

Beztiglieh Satz X stellen wir zuniichst fest~ dag man sich bei 
seinem Beweise auf Systeme yon Normalformeln ersten Grades be- 
schri~nken kann, denn dutch mehrmalige Anwendung des beim Be- 
weise von Satz IlI und IV verwendeten Verfahrens auf die einzelnen 
Formeln kann man zu jedem Formelsystem Z ein solehes voe 
Normalformeln ersten Grades ~' angeben, derart, dal? die Erfiiltbarkeit 
irgend eines Teilsystems von ~ mit der des entspreehenden von E" 
gleichbedeutend ist. 

Sei also 

(~) (E~)I) A~ (~; ~,), (~,) (Eth) A~ (r.~; ~ ) .  �9 �9 (~) (Et)~) An (~; t~n).. .  

ein abziihlbares System 22 yon Normalausdrtieken ersten Grades, 
~ sei ein r~-tupel, 9i ein si-tupel yon Variablen. g~; ~ . . .  g~ . . .  
sei eine Folge sitmtlieher aus der Folge Xo, xl~ x2 . . .  x,~ . . .  ent- 
nommener r,-tupel nach steigender Indexsumme, ferner sei t)~ ein 
s~-tupel von Variablen der obigen Folge yon der Art~ dag die 
Variablen folge 

wenn man darin jedes t) ~ dureh das entsprechende srtupel yon x 
ersetzt, mit der Folge xl, x 2 . . .  x . . . .  identiseh wird. Ferner 
definieren wir analog wie oben eine Folge yon Formeln {B~} durch 
die Festsetzungen: 

B ,  = t)l)  

= Bn_  & a A . . .  

An-1 (~ , t)'~-l~ '~" 

Man iibersieht leieht, daft (P~)B~ (d. h. die Formel, welehe 
aus Bn entsteht, wenn samtliche darin vorkommende Individuen- 
variable durel~E-Zeiehen gebunden werden) eine Folgerung der 
ersten n-Ausdrtieke des obigen Systems 2: ist. Ist also jedes end- 
liehe Teilsystem yon E erftillbar, dann aueh jedes Bn. Wenn abet  
jedes B,~ erftillbar ist, dann aueh das ganze System )2 [was naeh der 
beim Beweise von SatzV (vgl. S. 355) angewendeten Sehlugweise folgt] , 
womit Satz X bewiesen ist, IX und X lassen sieh naeh dem beim 
Beweise yon VIII angewendeten Verfahren ohne Sehwierigkeit auf 
Formelsysteme, welehe das =-Zeiehen enthalten, ausdehnen. 

Man kann Satz IX noeh eine etwas andere Wendung geben, 
wenn man sich auf Formelsysteme ohne Aussagevariable beschri~nkt 
und diese als Axiomensysteme auffal~t, deren Grundbegriffe die vor- 
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kommenden Funktionsvariablen sind. Dann besagt Satz IX offenbar, 
daf jedes endliche oder abzahlbare Axiomensystem, in dessen Axiomen 
,alle" and ,es gibt" sich niemals auf Klassen oder Relationen, 
sondern nut auf Individuen beziehen~9), entweder widerspruchsvoll 
ist, d. h. ein Widerspruch sich in endlieh vielen-formalen Sehritten 
herstellen litl~t,~oder eine Realisierung besitzt. ~ 

Zum Schl.ill~ mSge noch die Frage der Unabhiingigkeit der 
Axiome 1 8 er~irtert werden. Was die Aussagenaxiome 1--4  betrifft~ 
so ist j a  bereits yon P. B e r n a y s  2o) gezeigt worden~ daft keines yon 
ihnen aus den drei anderen folgt. Da[~ an ihrer Unabhangigkeit 
aueh dureh Hinzunahme der Axiome 5 8 niehts geiindert wird~ kann 
durch genau dieselben Interpretationen gezeigt werden, wie sie 
B e r n a y s  verwendet, indem man diese auch auf Formeln, die 
Funktionsvariable and das ---Zeichen enthalten, ausdehnt durch die 
Festsetzung, dab: 

1. die Prafixe und Individuenvariablen weggelassen werden, 
2. in dem iibrigbleibenden Formelieil die Funktionsvariablen 

ebenso wie Aussagevariable behandelt werden sollen~ 
3. fiir das Zeichen , - -~  immer nur einer der ,ausgezeiehneten" 

Werte eingesetzt werden daft. 
Um die Unabi6~ngigkeit yon Axiom 5 zu zeigen~ ordnen wir 

jeder Formel eine andere dadurch zu, daf wir die Bestandteile 
der .Form) 

(x) F(z), (y)F(y) . . . ;  (x) V(x), . . . ,  99 

falls soiehe in ihr vorkommen, durch X v ~ "  ersetzen. Dadureh gehen 
die Axiome 1--4, 6--8  in allgemeingfiltige Formeln fiber und das- 
selbe gilt, wie man sich dureh vollstiindige Induktion tiberzeugt, 
yon allen aus diesen Axiomen nach Schlul]regel 1--4 abgeleiteten 
Formeln, wiihrend Axiom 5 diese Eigenschaft nicht besitzt. In genau 
de r gleichen Weise zeigt man die Unabhiingigkeit yon Axiom 6, 
nur muf man hier (x).F(x), (y)F(y). . .  etc. durch X & X  ersetzen. 
Um die Unabhiingigkeit yon Axiom 7 zu beweisen~ bemerken wir, 
daft Axiom 1--6 und 8 (und daher auch alle daraus abgeleiteten 
Formeln) allgemeingUltig bleiben~ wenn man die Relation der Iden- 
titbit durch die leeret'Relation ersetzt, wiihrend alas bei Axiom 7 
nicht de r  Fail ist. Analog bleiben die aus Axiom 1--7 abgeleiteten 
Formeln auch dann noeh aligemeingtiltig, wenn man die Identit~its- 

19) Als Beispie] kann etwa das H i lbe r t s che  Axiomensystem der Geometrie 
~)hne die Stetigkeitsaxiome dienen. 

20) Vgl. die in Fultnote 2) zitierte Arbeit. 
~I) D.h.  die einste]|igen Funktionsvariablen F, G . . .  etc. mit einem 

vorgesetzten Alloperaior, dessen Wirkungsbereich led/glich alas betreffende 
F,  G . . .  mit der zugeh6rig~ u Individuenvariablen ist. 
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relation durch die Allrelation ersetzt~ wtihrend das ftir Axiom 8 
(ira Individuenbereieh yon mindestens zwei Individuen) nieht der 
Fall ist. Man kann  sieh aueh leieht davon iiberzeugen, dal~ keine 
der Sehluflregeln 1 - - 4  tiberfliissig ist~ worauf  aber hier nieht ntther 
eingegangen werden m(ige. 

(Eingegangen: 22. X. 1929.) 


